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ABSTRACT. The definitions of fractal and fractal dimension, fractal properties are
presented. An original method to define formula of river network fractal dimension
is worked ont. Relationship among calculated fractal dimensions of river networks
(D). the coefficients of hydrographic nefwork density (ND) and minima of specific
discharges (SNg) 1u the catchments of Wielkopolska region are examined.
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Wstep

Obecna struktura sieci rzecznych jest wynikiem ich ewolucyjnego roz-
woju. Generalnie zadaniem sieci rzecznej jest efektywne odprowadzanie
przestrzennie rozlozonego opadu z danej powierzchni utozsamianej z pewna
zlewnia. Uklad i gestosé sieci rzecznej sa w Scislym zwiazku z parametrami
klimatycznymi (opady atmosferyczne, temperatura powietrza) i fizjogra-
ficznvimi zlewni (uksztaltowanie terenu, budowa geologiczna, roslinnosc).
Pewne regularnosci i prawidlowosci w budowie sieci rzecznych byly pod-
stawa jakosciowyvch klasyfikacji (uktady: dendryczne, kratowe, promieniste,
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rowriolegte, pier§cieniowe, prostokaine, choinkowe, chaotyezne, subréwnole-
gle, skrzywione, subdendryezne i anastomatyezne) oraz wprowadzenia ilo-
sciowyel metod opisu (rozklady prawdopodobieristwa populacii sieci 1zecz-
nveh przy okveslonej liczbie punktow zrédlowyceh i tzw. prawa Hortona -
prawa bifurkacji. dlngosci, spadkéw i powierzchni zlewni ciekéw kolejnych
rzedow ) (Eagleson 1970).

Prezentowany w niniejszej pracy wywmiar fraktalny sieci rzeczuej jest
parametrem morfometrycznym laczacym w sobie zalety klasyfikacji jako-

Sciowveh 1 ilosciow vl

Pojecie fraktala i wymiaru fraktalnego

Termin fraktal zostal wprowadzony przez Mandelbrota (1983) i zde-
flnlowany pierwotnie jako zbidr, kidrego wymiar Hausdorffa-Besicovitcha
(pojemmosciowy wymiar fraktalny) jest wiekszyv od wymiarn topologicz-
uego. Nastepnie Mandelbrot wprowadzil szersza definicje fraktala — . Frak-
talem jest ksztali zlozony z czedci padobuyeh w pewien sposéb do calogei™
(Feder 1988). Pierwsza odkryta juz w 1875 roku przez H.J.S. Smitha fi-
gurg samopodobna byl  kurz Cantora”™ (Pieranski 1992). Do najbardzie]
znanych figur fraktalnyeh naleza: krzywa von Kocha. dvwan, uszezelka i
piramida Sierpifskiezo, zbidr Julii 1 zhiér Mandelbrota.

braktale charaktervzuja sie trzema wlasnosciami:

e sy okreslone wzorem matematyeznym tylko zaleinoscia rekuren-
CV il

-maja ceche samopodobienstwa (czesc fraktala jest podobna do calego).

s oblektami, ktérych wymiar nie jest liczba calkowita. na pray-
klad zbior (kurz) Cantora ma wymiar 0,630920753. krzywa von Kocha)
1261859507, dywan Sierpinskiego 1.892789261 (Kudrewicz 1993).

[stnieja rézne definicje wymiaru, na przvktad wymiary Hausdorffa, Kol-
mogorowa, Lapunowa. informatyczny, punktowy itp. Mandelbrot traktuje
wymiar jako podstawowa charakterystyke fraktali. Przyjmijmy zatem,
zgodnie 7 jego sugestia, dla opisu fraktali definicje wymiaru pojemnoscio-
Wego.

Niech interesujacy nas obiekt geometryczny F' zawiera sie w n-wymiaro-
wej przestrzenl euklidesowej. Nakryjmy go zbiorem n-wymiarowych kostek
o hokach rownych e. Niech N({¢) bedzie minimalna liczba kostek niezbed-
nych do nakrycia calego zbioru #. Wyrazenie:



=

Wymiar fraktalny sieci rzecznych... 25

In N(e
B lil}(]) n NVie) (1)

E 111(1/5_}

nazywamy wymiarem pojemno$ciowym (definicja Kohmogorowa). Gdy
obiekt geometryczny jest fraktalem, D nie jest liczba catkowita i nosi na-
zwe wymiaru fraktalnego. Zatem wymiar fraktalny jest liczba rzeczywista,
w przeciwienstwie do intuicyjnie jasnego wymiaru topologicznego (wyraza-
nego liczba naturalna) i okresla stopienn wypelnienia dostepnej przestrzeni
vrzez dany fraktal.

Wymiar fraktalny sieci rzecznej

Istnieje poglad, iz w naturze wszystkie obiekty geometryczne maja
strukfure fraktalna (Mandelbrot 1983, Feder 1988). W szczegdlnosci re-
gularmo$¢ sieci rzecznych jest podstawa hipotezy, iz sieci rzeczne sy frakta-
lami.

Aby okresli¢ wymiar fraktalny sieci rzecznej, trzeba sformalizowaé jej
opis topologiczny. Podstawowymn elementem topologicznym jest 1zad cieku,
ktéry mowi o istnieniu okreslonej hierarchii w sieci koryt rzecznych. Przyj-
mijmy za Strahlerem (Eagleson 1970) nastepujacy algorytm przypisywa-
nia ciekom rzeddow:

- wszystkie cieki, ktore maja punkty Zrédlowe sa ciekami pierwszego
rzedu.

- rzad cieku wychodzacego zwieksza sie o jeden, gdy w punkcie wezlo-
wyn lacza sie cieki réwnego rzedu,

- jezeli w punkcie wezlowym tacza sie cieki réznego rzedu, to ciek wy-
chodzacy zachowuje rzad cieku wyzszego rzedn.

Nakryjmy sie¢ rzeczna zbiorein kwadratéw (2-wymiarowe kostki) o boku
c. Liczbe kwadratow pokrywajacych cieki kolejnych rzedéw mozna okreslié
nastepujaco:

rzad cieku: liczba kwadratéw pokrywajacych:

1 ]\71 0 Zl/g ;
2 Ny - Ly/e (2)
i N; - L;/e,
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gdzie:

N; — liczba ciekéw i-tego rzedu,

L; — érednia dlugoéé ciekéw i-tego rzedu.

Zatem liczba kwadratéw pokrywajacych sie¢ rzeczna i-tego rzedu (V)
wyraza sie wzorem:

N =3 N L— (3)
=l 2

Dla regularnych sieci rzecznych (spelniajacveh prawa Hortona) wskaz-
nik liczby ciekow Rp ma postac:

A5 . .
;v : (prawo bifurkacji), (4)
Ny
a wskaznik dlugosci ciekéw Rp:
L; 2 e
7 (prawo dlugosci ciekow). (5)
41

Zwiazki (4) 1 (5) mozna latwo przeksztalcié do postaci:

N, L -

Ni= g T=TRp (6)

Podstawiajac do wzorn (3) zwiazki (6) 1 zakladajac, iz ¢ = Ly = E],“-_‘—
L
{cieki pierwszego rzedu maja na ogdl zwarte zlewnie). otrzyvimujemy:

(5y) -1
7 LT R (e
Hp

(7)
Poniewaz Rp > Ky dla duzych wartosci ¢ uzyskujemy:

1 N Rp _ Ry
1—}}% ~ "' Rg—R, Rp-Ry

B
(N =Rg'-N;, N;=1)
Zatem na mocy definicji (1) wymiar fraktalny sieci rzecznej ma postac:

. In N . i-Iln Kp —In(Rg — R;,) 1InRpg
D = lim —1=1 (i : — = . {9)
tf:i> In(1/e) (f:(:s) (:—-1)-InRr -InL; In Ry
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Wymiar fraktalny sieci rzecznych Wielkopolski

W pracy poddano analizie sieci rzeczne 32 malych zlewni Wielkopolski
(0 powierzchniach do 350 km?). W 8 zlewniach autor prowadzil badania
wlasne (Miler 1994). a dla 24 zlewni wykorzystano materialy hydrome-
tryezne opublikowane w Rocznikach Hydrologicznych. Podstawe kartogra-
ficzna dla przypisania ciekom odpowiednich rzedow stanowily mapy w skali
1:200 000 (Podziat... 1980).

W tabeli 1 zestawiono zbiorczo. dla badanych zlewni, obliczone wartosci:
powierzchni zlewni, gestodel sieci rzecznych, srednich 7z minimalnych rocz-
nych odplywow jednostkowych, wskaznikow bifurkacji. wskaznikow dlugosci
ciekdw oraz wymiarow fraktalnych sieci clekow.

Wartodel wskaznikéw bifurkacji (Rg) i wskaznikow dlugosei ciekéw ( Ry )
obliczono metoda graficzng. W tvin celu wykreslono odpowiednio zalezno-
$ei: In Ny od 1 (ryc. 11 2) oraz In L; od 4 {ryc. 3 i 4). gdzie N; — liezba
ciekow i-tego rzedu. L; — érednia dhugosé ciekdw i-tego rzedn. Zaleznoscl
powvzsze. zgodnie z prawami Hortona (4)1 (5. byly wyrownywane liniami
prostyini.

Wymiar fraktalny sieci rzecznej ma podobny sens fizyezny jak wskaznik
gestosci sieci ciekdw. Wnosi on jednak wiecej informacji, bowiem zalezy row-
niez od struktury sieci rzecznej. Potwierdzeniem tego moga by¢ zaleznosci
regresyjne pomiedzy wymiarami fraktalnymi sieci rzeczuych oraz wskazni-
kami gestosei ciekéw a éreduimi z najuizszyeh rocznych odplywow jednost-
kowvel (SNq) dla badanyeh zlewni (rye. 51 6). Wybrana charakterystyka
hvdrologiczita — SNg jest zwiazana ze wskaznikiem zasilania podziemmnego
BE1 (hase flow index . a wskazuik ten jest istotnie statystyczuie skorelowany
zaréwno z wyiiarami fraktalnyini sieci rzecznych, jak i ze wskaznikami ge-
stosci ciekow w malvel zlewniach nizinnyeh (Magnuszewski 1990).

Podsumowanie i wniloskl

Zastosowanie {raktali w naukach przyrodniczych jest dopiero w poczat-
kowym stadium rozwoju. Pod koniec lat osiemdziesiatych zaczely ukazywac
sie pierwsze prace poswiecone wymiarowi fraktalnemu sieci rzecznych (m.in.
Tarboton i in. 1988, Nikora 1991, Liu 1992, Magnuszewski 1993).

W niniejszej pracy podano definicje fraktala i wymiaru fraktalnego,
przedstawiono podstawowe wlasnosci fraktali, podano wlasne wyprowadze-




Tabela 1
Wartosci wymiaru fraktalnego i parametréow fizycznogeograficznych wybranych zlewni
Values of fractal dimension and morphometric parameters in the selected catchments
Powie- Gestosd Sredni 2 Wskaznik Wskaznik Wymiar
rzchnia steci minimalnych liczby: dtugasei fraktalny
Przekrdj zlewni rzeczne) odplywiw ciekdw ciekow sieci rzecznej
Lp. Rzeka Gauge Cateh- Hydrogra- | jednostkowych (bifurkacji) Length River
No. River station mend phic Specific Bifurcation ratio network
(-) () (-) arca network discharge -min. ratio Ry fractal
A density SNgq Rg () dimension
(km?) ND (1/s - km?) (-) D
(km/km?) (=)
1 Cienica Kuznica Glogowska 65 0.5 1,08 3.7 2,01 1.90
2 | Cybina Antoninek 171 1.0 =7 3.76 22 187
3 | Czarna Woda Sepolno 199 0.8 0.60 3.86 2,34 1,59
4 | Dabréwka Dabréwka Koscielna o 0.7 0.32 3.00 2,01 1,57
5 Dojca Obra 266 1.5 1185 3,62 2,01 1,84
6 | Flinta Ryczywaol 276 1.0 0,58 8755 2,01 1.79
7 | Gasawka Znin 148 1.0 1,15 3,73 2,01 1,88
8 | Gléwna Wierzenica 2022 1,0 0,81 3.42 2.34 1,45
9 | Jordanka Struzyny 43 0,5 0,62 2,60 1.65 1.91
10 | Kopanica Rydzyna 334 1.0 0,45 3.69 2,01 1.87
11 | Krepica Stobno 103 0.4 2.04 BAED 250 1,38
12 Kuroch Odolandéw 169 0.8 0.65 3.40 1.82 2,04
13 | Lubniewka Rudnica 134 0.4 2,09 3.67 2,529 1.37
14 | Maskawa Dzierznica B1f 1,3 0,28 3.62 2,01 1,84
145 Miata Chelst 292 0.6 s il B8 2,46 1.46
16 | Muszynka Muszkowo 36 1,0 0.52 821 1.82 1.94
17 | Noteé Eysek 306 1.0 1.01 3.50 1,92 1,93
18 | Obrzyca Lubiatow 208 0.5 0.58 3,70 287, 1.31
19 | Oloboczek Dzikarnia 25 0,8 1,61 4,71 3.67 1,19
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In Ni
(Ni liczba
ciekow rzedu
i) 6
(NL is the
number of
streams
of order 1)

rzad cieku
order of stream
Ryc. 1. Zaleznodci In N, (¢) dla badanych zlewni

Fig. 1. The functions In N;(7) for investigated cachments

In N
(Ni liczba cie-T
kow rzedui )
i 6 4 zlewnia rzeki : Kopanica
:tﬁ;:rtgf \\ (catchment)
streams 5 . przekrdj : Rydzyna

of order i) (gauge station)

=
rzad cieku
order of stream

Ryc. 2. Przykladowy przebieg zaleznosci In N, ()

Fig. 2. Example of function In N, (7)
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il ]
(Li srednia
dtugosc ciekow
rzedv i)

o L 4
(L. is the
mean length
of streams 3 5
of order 1)

2 J
1 4
rzad cieku

order of stream

Ryec. 3. Zaleznosci In Z,(i) dla badanych zlewni

Fig. 3. The functions in L, (i) for investigated catcliments

(Li Srednia zlewnia rzeki : Kopanica
dtugosé ¢ (catchment)
rzedu i) przekrdj : Rydzyna

_ (gauge station)
{(Li is the
mean length
of streams
of arder 1)

-
>

rzad cieku

order of stream

LRyc. 4. Przykladowy przebieg zaleznogci n L, (1)

Fig. 4. Example of function L ()
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L wspOlczynnik karelacji = -0,517

L correlation coefficient

P, blad standardowy estymacji = 0,644
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standard error of estimation

SNg [1l/s-km?]
gredni z minimalnych rocznych

odp tywdw Jjednostkowych
specific discharge — min.

D [-1
wymiar fraktalny sieci rzecznej
river network fractal dimension
Ryc. 5. Zaleznosé regresyjna SNq(D) dla badanych zlewni
Fig. 5. The r'egression SNq(D) for investigated catchments
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Ryc. 6. Zaleznosé regresyjna SNq(ND) dia badanych zlewni

Fig. 6. The regression SNq(ND) for investigated catchments
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nie wzoru na wymiar fraktalny sieci rzecznej, zesiawiono obliczone wymiary
fraktalve 32 malych zlewni Wielkopolski oraz poréwnano zwiazki wymiaru
fraktalnego i gestosei sieci ciekow z wybrang charakterystyka hydrologiczna
- SNq.

standardowe parametry morfometryczne zlewni rzecznych sa powiazane
2 charakterystykami hydrologicznymi zlewni nizinnych zwykle na granicy
istotnosct statystycznej (Miler 1994), dlatego wiaze sie duze nadzieje z
zastosowaniem fraktali do opisu cech zlewni.
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FRACTAL DIMENSION OF RIVER NETWORKS IN SMALL
CATCHMENTS OF WIELKOPOLSKA REGION

Suminary

This paper stuclies the fractal dimensions of river networks in the catchments of the Wielko-
polskaregion. The dehnitions of fractal and fractal dimension, fractal properties are presented. An
original method to define formula of iver network fractal dimeunsion is worked out. Relationship
among calculated the fractal dimensions of river networks (D), the coeflicients of hydrographic
network density (NDj and minima of specilic discharges (SN¢) in the catchments of the Wiel-
kopolska region are exandned. The hydrological implications of the (ractal dimensions of river

networks are also disonssed,




